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定義. C を圏とする．

1. 対象 I ∈ C が入射的 (injective)

⇐⇒関手 HomC(−, I)が単射を全射に送る
2. 対象 P ∈ C が射影的 (projective)

⇐⇒関手 HomC(P,−)が全射を全射に送る (全射を保つ)

3. C が十分に多くの入射的対象を持つ (enough injective)

⇐⇒任意の対象X ∈ C に対し，ある入射的対象 I ∈ C と単射 f : X −→ I が存在

する．これを EI(C)で表す．

4. C が十分に多くの射影的対象を持つ (enough projective)

⇐⇒任意の対象 X ∈ C に対し，ある射影的対象 P ∈ C と全射 f : P −→ X が存

在する．これを EP(C)で表す．

例. 集合と写像のなす圏 Setsの場合．

集合 X が入射的

⇐⇒任意の単射 f : Y −→ Z と任意の写像 g : Y −→ X に対しある写

像 h : Z −→ X が存在して g = h ◦ f となる．

Y // f //

g

��

Z

h}}|
|

|
|

X

集合 X が射影的

⇐⇒任意の全射 f : Y −→ Z と任意の写像 g : X −→ Z に対しある写

像 h : X −→ Y が存在して g = f ◦ hとなる．

Y
f // // Z

X

h

``B
B

B
B

g

OO

命題. EI(Sets)である．

証明. 任意の空でない集合が入射的だからである．
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定理. 次の命題は (ZF上)同値．

1. 選択公理

2. 任意の集合は射影的．

3. 任意の集合 X に対して，射影的な集合 Y が存在して X ⊂ Y．

証明. (1 =⇒ 2) X を任意の集合とする．

任意の全射 f : Y −→ Z と任意の写像 g : X −→ Z を取る．f が全射だ

から各 x ∈ X に対し f−1(g(x))は空でない．そこで {f−1(g(x))}x∈X
に選択公理を適用して選択関数 h : X −→

∪
x∈X

f−1(g(x)) ⊂ Y を得る．

すると，h(x) ∈ f−1(g(x))だから f ◦ h = g である．

(2 =⇒ 3) Y = X とすればよいから明らか．

(3 =⇒ 1) 全射の右逆写像の存在を示す．f : X −→ Y を全射とす

る．仮定 2により，射影的な集合 Z で Y ⊂ Z となるものが存在する．

a ∈ Y を一つ取る．写像 g : Z −→ Y を

Y
f // // Z

X

h

``@
@

@
@

g

OO

X
f // // Y

i

��
Z

h

``@
@

@
@

g

OO

g(z) :=

{
z (z ∈ Y のとき)
a (z /∈ Y のとき)

で定める．i : Y −→ Z を包含写像とすれば明らかに g ◦ i = idY である．Z が射影的だか

ら，ある写像 h : Z −→ X が存在して f ◦h = gを満たす．このとき k := h◦ i : Y −→ X

と置けば f ◦ k = f ◦ h ◦ i = g ◦ i = idY である．

例. Rを可換環とし，R-加群と R-準同型のなす圏 R-Modを考える．

R-加群M が入射的

⇐⇒任意の単射準同型 f : L −→ N と任意の準同型 g : L −→
M に対し，ある準同型 h : N −→ M が存在して g = h ◦ f と
なる．

　 0 // L
f //

g

��

N

h~~}
}

}
}

M

R-加群M が射影的

⇐⇒任意の全射準同型 f : N −→ Lと任意の準同型 g :M −→
Lに対し，ある準同型 h : M −→ N が存在して g = f ◦ hと
なる．

　 N
f // L // 0

M

h

``B
B

B
B

g

OO

※ R-加群の完全列 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0に対し

0 −→ HomR(C,M) −→ HomR(B,M) −→ HomR(A,M)

0 −→ HomR(M,A) −→ HomR(M,B) −→ HomR(M,C)
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は完全列．よって

M が入射的⇐⇒関手 HomR(−,M)が完全 (⇐⇒完全列を完全列に送る)

M が射影的⇐⇒関手 HomR(M,−)が完全

アーベル群と群準同型のなす圏 Ab を考える．(Ab = Z-Mod である．) よく知られ

ているように，EI(Ab)と EP(Ab)が成立している．EP(Ab)のよく知られた証明は

1. 任意のアーベル群 Aに対し，自由アーベル群 B と全射準同型 f : B −→ Aが存在

する．

2. 自由アーベル群は射影的

という手順で与えられる．EI(Ab)の証明も同じように

1. 任意のアーベル群 Aに対し，可除アーベル群 B と単射準同型 f : A −→ B が存在

する．

2. 可除アーベル群は入射的

という手順で与えられる．

※ R-加群M が可除⇐⇒任意の x ∈M が可除元．

x ∈ M が可除元 ⇐⇒ 任意の非零因子 r ∈ R に対してある y ∈ M が存在して

x = ry となる．

どちらの証明も 1は選択公理を使わずに (ZFで)できる．問題は 2である．

定理. 次の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. 任意の可換環 Rと R-加群M に対して次が成り立つ．

任意のイデアル I ⊂ Rと任意の準同型φ : I −→M に対して

ある準同型ψ : R −→M が存在してψ|I = φとなる．

=⇒M が入射的

3. 任意の単項イデアル整域 Rに対して，可除 R-加群は入射的

4. 可除アーベル群は入射的

証明. (1 =⇒ 2) 単射準同型 f : L −→ N と準同型 g : L −→M を取る．f により L ⊂ N
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とみなす．集合

X := {(A, h) | L ⊂ A ⊂ N は部分加群，h : A −→M, h|L = g}

を考える．(L, g) ∈ X だから X ̸= ∅である．X に順序 ≤を

(A, h) ≤ (B, k) ⇐⇒ A ⊂ B, k|A = h

で定めると (X,≤)は帰納的順序集合となり，Zornの補題より極大元 (A, h) ∈ X が存在

する．

A ⊊ N と仮定する．元 x ∈ N \ A が取れる．B := A + Rx と置く．I := {r ∈ R |
rx ∈ A} ⊂ R はイデアルである．準同型 φ : I −→ M を φ(r) := h(rx) で定める．仮

定から ψ : R −→ M が存在して ψ|I = φである．さて，準同型 k : B −→ M を任意の

a ∈ A と r ∈ R に対して k(a + rx) := h(a) + rψ(1) と定める．これは well-defined で

ある．
.
.
.
) a0+ r0x = a1+ r1x (a0, a1 ∈ A, r1, r2 ∈ R)とすると (r0− r1)x = a1−a0 ∈ A

だから

h(a1 − a0) = h((r0 − r1)x) = φ(r0 − r1) = ψ(r0 − r1) = (r0 − r1)ψ(1).

故に h(a0) + r0ψ(1) = h(a1) + r1ψ(1)である．

このとき k|A = hだから (A, h) ≤ (B, k)である．明らかに A ⊊ B だから (A, h)の極

大性に矛盾する．故に A = N が分かり，g = h ◦ f である．

※ 逆「M が入射的 =⇒ ψ|I = φなる ψ : R −→ M が存在する」は選択公理によら

ず成り立つ．それは次の図式から明らか．

0 // I � � //

φ

��

R

ψ~~}
}

}
}

M

(2 =⇒ 3) Rを単項イデアル整域，M を可除 R-加群とする．任意のイデアル I ⊂ Rと

任意の φ : I −→ M を取る．仮定 2により ψ|I = φとなる準同型 ψ : R −→ M を見つ

ければよい．I = 0のときは自明だから I ̸= 0とする．Rが単項イデアル整域だから，あ

る α(̸= 0) ∈ Rを使って I = (α)と書ける．φ(α) ∈ M なのでM の可除性により，ある

m ∈M が存在して φ(α) = αmとなる．そこで ψ : R −→M を ψ(r) := rmで定めれば

ψ(α) = αm = φ(α)だから ψ|I = φである．
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(3 =⇒ 4) Zは単項イデアル整域である．
(4 =⇒ 1) 選択公理と同値な次の命題を示す．

集合族 {Xλ}λ∈Λが「任意のλ ∈ Λに対し |Xλ| ≥ 2」を満たすとき，

有限集合の族 {Fλ}λ∈Λが存在して任意のλ ∈ Λに対して∅ ̸= Fλ ⊊ Xλとなる．

※同値性の証明は the Axiom of Multiple Choiceの定理 2を参照．

集合族 {Xλ}λ∈Λ が「任意の λ ∈ Λに対し |Xλ| ≥ 2」を満たすとする．これらは互いに

素としてよい．X :=
∪
λ∈Λ

Xλと置く．X を基底とするQ上の線形空間を V とする．以下

これを可除アーベル群として考えるH := ⟨x−y |ある λ ∈ Λが存在して x, y ∈ Xλ⟩ ⊂ V

は部分群で，D := V/H も可除アーベル群になる．v ∈ V の属する同値類を v ∈ D で表

す．任意の x, y ∈ Xλ に対し x = y である．よって x ∈ D は x ∈ Xλ の取り方によら

ず，λのみから定まる．そこで λ̂ := xと定める．Λで生成される自由アーベル群を F と

する．

mλ :=

{
|Xλ| ( |Xλ| <∞のとき)
2 ( |Xλ| = ∞のとき)

として，f(λ) := mλλ と g(λ) := λ̂ により，単射準同型 f :

F −→ F と準同型 g : F −→ D が得られる．仮定 4 より

可除アーベル群 D は入射的，よって準同型 h : F −→ D で

h ◦ f = g を満たすものが存在する．λ ∈ Λに対して

0 // F
f //

g

��

F

h~~~
~

~
~

D

λ̂ = g(λ) = h(f(λ)) = h(mλλ) = mλh(λ).

h(λ) ∈ D = V/H だから，ある vλ ∈ V を使って h(λ) = vλ と書ける．vλ =
∑
x∈X

α(vλ)
x x

(α
(vλ)
x ∈ Qは有限個を除いて 0)と一意的に書けて，このとき

λ̂ = mλh(λ) = mλvλ = mλvλ =
∑
x∈X

mλα
(vλ)
x x.

任意の y ∈ Xλ を一つ取れば取れば λ̂ = y だったから y =
∑
x∈X

mλα
(vλ)
x x である．故に

(mλα
(vλ)
y − 1)y +

∑
x̸=y

mλα
(vλ)
x x ∈ H だから，任意の x ∈ Xλ に対してmλα

(vλ)
x ∈ Zと

なる．よってある nx ∈ Zが存在して α
(vλ)
x =

nx
mλ
と書ける．このとき

∑
x∈Xλ

mλα
(vλ)
x x =

∑
x∈Xλ

nxx =
∑
x∈Xλ

nxx =
∑
x∈Xλ

nxλ̂
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だから
∑
x∈Xλ

nx = 1 である．従って α
(vλ)
x ∈ 1

mλ
Z かつ

∑
x∈Xλ

α(vλ)
x =

1

mλ
が分かった．

そこで

nλ := min
{
n > 0

∣∣∣ ある x ∈ Xλに対してα(vλ)
x ≡ n

mλ
(mod 1)

}
Fλ :=

{
x ∈ Xλ

∣∣∣ α(vλ)
x ≡ nλ

mλ
(mod 1)

}
とすれば (これらは vλ の取り方によらない)，Fλ ⊂ Xλ, 0 < |Fλ| <∞である．
あとは Fλ ⊊ Xλ を示せばよい．これは |Xλ| = ∞のときは明らかだから |Xλ| <∞と

してよい．Fλ = Xλ と仮定する．即ち任意の x ∈ Xλ に対し α
(vλ)
x ≡ nλ

mλ
(mod 1)であ

る．このとき
1

mλ
=

∑
x∈Xλ

α(vλ)
x ≡ nλ

mλ
mλ ≡ 0 (mod 1) となりmλ > 1に矛盾する．

定理. 次の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. 任意の環 Rと R-加群の族 {Mλ}λ∈Λ に対して

全てのλ ∈ ΛについてMλが射影的 =⇒M :=
⊕
λ∈Λ

Mλが射影的

3. 任意の環 Rに対して，任意の自由 R-加群は射影的

4. 任意の自由アーベル群は射影的

5. ある環 Rが存在して，任意の自由 R-加群は射影的

証明. (1 =⇒ 2) 任意の全射準同型 f : N −→ Lと準同型 g :M −→ Lを取る．

λ ∈ Λに対し iλ : Mλ −→ M を標準的な埋め込みとして，Aλ :=

{hλ : Mλ −→ N | f ◦ hλ = g ◦ iλ} と置く．Mλ は射影的だから

Aλ ̸= ∅ である．よって選択公理により (hλ) ∈
∏
λ∈ΛAλ が取れ

る．すると直和の普遍性から h : M −→ N で h ◦ iλ = hλ となる

ようなものが存在する．このとき f ◦ h ◦ iλ = f ◦ hλ = g ◦ iλ だか
ら f ◦ h = g である．

N
f // L // 0

M

h

bbD
D

D
D

g

OO

Mλ

hλ

XX2
2
2
2
2
2
2
2
iλ：標準埋込

OO

※ 逆「M が射影的 =⇒各Mλ が射影的」は選択公理によらず成り立つ．

(2 =⇒ 3) R自身を R-加群とみるとき，Rは射影的．よって自由 R-加群
⊕
Rは射影

的である．

3 =⇒ 4と 4 =⇒ 5は明らか．
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(5 =⇒ 1) 選択公理と同値な AMCを示す．

※ AMC (= the Axiom of Multiple Choice)とは次の命題のこと．

非空集合の族 {Xλ}λ∈Λに対し，有限集合の族 {Fλ}λ∈Λで

任意のλ ∈ Λに対し∅ ≠ Fλ ⊂ Xλとなるものが存在する．

同値性の証明は the Axiom of Multiple Choiceを参照．

{Xλ}λ∈Λ を互いに素な非空集合の族とする．X :=
∪
λ∈ΛXλ と置

く．Λ で生成される自由 R-加群をM とし，X で生成される自由

R-加群を N とする．Xλ の元を λ に写す全射 X −→ Λ から自然

に全射準同型 f : N −→M が得られる．

N
f // M // 0

M

h

``B
B

B
B

idF

OO

仮定より自由 R-加群M は射影的，よってある h : M −→ Gが存在して f ◦ h = idM

となる．λ ∈ Λ ⊂ M に対し h(λ) =
∑
x∈X

αλ,xx (αλ,x ∈ R は有限個を除いて 0)と書く．

λ = f ◦ h(λ) =
∑
µ∈Λ

( ∑
x∈Xµ

αλ,x

)
µであり，表現の一意性から

∑
x∈Xλ

αλ,x = 1となる．故

に Fλ := {x ∈ Xλ | αλ,x ̸= 0} ⊂ Xλ は空でない有限集合である．

※ 「AMC =⇒選択公理」には基礎の公理が使われているので，5 =⇒ 1の証明も基

礎の公理を使っていることになる．4 =⇒ 1は基礎の公理を使わずに証明できる．

証明. 選択公理と同値な次の命題を示す．

集合族 {Xλ}λ∈Λが「任意のλ ∈ Λに対し |Xλ| ≥ 2」を満たすとき，

有限集合の族 {Fλ}λ∈Λが存在して任意のλ ∈ Λに対して∅ ̸= Fλ ⊊ Xλとなる．

※同値性の証明は the Axiom of Multiple Choiceの定理 2を参照．

5 =⇒ 1の証明と同様にして αλ,x ∈ Zを定めて Fλ := {x ∈ Xλ | αλ,x > 0}と定
める．勿論 ∅ ̸= Fλ ⊂ Xλ である．今

∑
x∈Xλ

αλ,x = 1で |Xλ| ≥ 2 だから Fλ = Xλ は

ありえない．故に ∅ ̸= Fλ ⊊ Xλ となる
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