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ZF では証明できない解析学の定理として Hahn-Banach の定理が有名である．Hahn-

Banachの定理はある種の写像の延長の存在を保証する定理だが，実は Hahn-Banachの

定理に「延長に関する条件」を付け加えると，選択公理と同値になることが知られている．

定義. V を実線型空間とする．

1. S ⊂ V が凸集合

⇐⇒任意の二点 u, v ∈ S に対し {tu+ (1− t)v | t ∈ [0, 1]} ⊂ S

2. S ⊂ V を凸集合とする．x ∈ S が extreme point

⇐⇒任意の二点 u, v ∈ S に対し x /∈ {tu+ (1− t)v | t ∈ (0, 1)}
3. p : V −→ Rが劣線型汎関数 (sublinear functional)

⇐⇒任意の v, w ∈ V と任意の実数 ξ ≥ 0に対し

p(v + w) ≤ p(v) + p(w), p(ξv) = ξp(v)

※ このとき p(0) = p(0v) = 0p(v) = 0であり，

0 = p(0) = p(v + (−v)) ≤ p(v) + p(−v)

だから −p(−v) ≤ p(v)である．

定義. X を集合とし，f, g : X −→ Rを部分関数とする (定義域を domで表す)．S ⊂ X

を部分集合とするとき

f ≤S g ⇐⇒ S ⊂ dom(f) ∩ dom(g)かつ任意の x ∈ S に対し f(x) ≤ g(x)

f =S g ⇐⇒ S ⊂ dom(f) ∩ dom(g)かつ任意の x ∈ S に対し f(x) = g(x)

と定義する．f =S g ⇐⇒ f ≤S g かつ g ≤S f である．

1

http://alg-d.com/math/ac/


定義. V を実線型空間，p, f : V −→ Rを部分関数とする．更に pは劣線型，f は線型で，

f ≤dom(f) pを満たすとする．このとき

Z(p, f) := {g : dom(p) −→ R : 線型汎関数 | g =dom(f) f, g ≤dom(p) p}

と書く．明らかに Z(p, f)は凸集合である．

命題 (Hahn-Banachの定理). 選択公理を仮定する．V を実線型空間，W ⊂ V を部分空

間として，p : V −→ Rを劣線型汎関数とする．f :W −→ Rを線型汎関数とし，f ≤W p

を満たすとする．このとき Z(p, f) ̸= ∅である．

証明. A := {φ : V −→ R : 部分線型汎関数 | W ⊂ dom(φ), φ ≤dom(φ) p, φ =W f}
と置き，A に順序を包含関係 ⊂ で定める．C ⊂ A を全順序部分集合とすると，φ :=∪
ψ∈C ψ ∈ A は明らかに C の上界である．故に (A,⊂) に Zorn の補題を適用できて，

極大元 φ ∈ A を得る．φ の極大性により dom(φ) = V である．故に φ ∈ Z(p, f) であ

る．

※ Hahn-Banach の定理の証明は選択公理よりも真に弱い BPI(=Boolean Prime

Ideal theorem)があれば可能である．

定理 1. 選択公理

⇐⇒ V を実線型空間，W ⊂ V を部分空間，S ⊂ V を部分集合とする．p : V −→ Rを劣
線型汎関数とし，線型汎関数 f : W −→ Rは f ≤W pを満たすとする．このとき前順序

集合 (Z(p, f),≤S)の極大元が存在する．

※ 即ちある g ∈ Z(p, f) が存在して，任意の h ∈ Z(p, f) に対し「g ≤S h ならば

g =S h」が成り立つ．

証明. (=⇒) Hahn-Banachの定理により Z(p, f) ̸= ∅であるから，S ⊂W のときは明ら

か．S ̸⊂W とする．W̃ ⊂ V をW と S で生成される部分空間とする．

A :=

(M,φ)

∣∣∣∣∣∣
W ⊂M ⊂ W̃は部分空間
M はW とM ∩ S で生成される
φは (Z(p|M , f),≤M∩S)の極大元


に順序関係 ≤を

(M,φ) ≤ (N,ψ) ⇐⇒M ⊂ N, φ =M ψ

で定める．C ⊂ A を全順序部分集合とする．φ :=
∪

(N,ψ)∈C ψ, M := dom(φ) と定

める．明らかに φ ∈ Z(p|M , f) である．g ∈ Z(p|M , f) が φ ≤M∩S g を満たすとする．
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任意の s ∈ M ∩ S を取る．M の定義よりある (N,ψ) ∈ C が存在して s ∈ N となる．

(N,ψ) ∈ C ⊂ Aだから，ψは (Z(p|N , f),≤N∩S)の極大元．g|N ∈ Z(p|N , f), ψ ≤N∩S g

だから，ψ の極大性により ψ(s) = g(s)である．即ち φ(s) = g(s)，従って φ =M∩S g が

分かり，φ ∈ Z(p|M , f)は極大元である．故に (M,φ) ∈ A．よって明らかに (M,φ)は C

の上界である．そこで (A,≤)に Zornの補題を適用して極大元 (M,φ) ∈ Aを得る．極大

性よりM = W̃ である．このとき Hahn-Banachの定理により g ∈ Z(p, φ) ⊂ Z(p, f)を

取れば，この g が (Z(p, f),≤S)の極大元である．
(⇐=)選択公理と同値な AMCを示す．

※ AMC (= the Axiom of Multiple Choice)とは次の命題のこと．

非空集合の族 {Xλ}λ∈Λに対し，空でない有限集合の族 {Fλ}λ∈Λで

任意のλ ∈ Λに対し Fλ ⊂ Xλとなるものが存在する．

同値性の証明は the Axiom of Multiple Choiceを参照．

{Xλ}λ∈Λ を互いに素な非空集合の族とする．X :=
∪
λ∈ΛXλ として

V := {φ ∈ RX |有限個のλ ∈ Λを除いてφ(Xλ) = 0}

と定める．V は実線型空間である．A ⊂ X に対し χA で Aの特性関数を表す．即ち

χA(x) :=

{
1 (x ∈ Aのとき)
0 (x /∈ Aのとき)

.

特に x ∈ X に対し χx := χ{x} と書く．S := {χx | x ∈ X} ⊂ V, Sλ := {χx | x ∈
Xλ} ⊂ V と定める．v ∈ V に対し，v+(x) := max{v(x), 0}と定義して

p(v) :=
∑
λ∈Λ

sup
x∈Xλ

v+(x)

と定めると p : V −→ Rは劣線型汎関数である．f := 0 : 0 −→ Rを線型汎関数として，
仮定を適用し極大元 g ∈ (Z(p, f),≤S)を得る．このとき

ρλ :=
1

2
sup
x∈Xλ

g(χx)

Fλ := {x ∈ Xλ | g(χx) > ρλ}

と定める．

λ ∈ Λを取る．Fλ = ∅と仮定すると，g =Sλ
0でなければならない．
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.
.
.
) ρλ > 0と仮定すると，supの性質によりある x ∈ Xλ が存在して g(χx) > ρで

ある．故に Fλ = ∅ に矛盾する．従って ρλ ≤ 0 となる．即ち g ≤Sλ
0．p の定義よ

り，明らかに 0 ≤V p．故に 0 ∈ Z(p, f) である．よって g の極大性により g =Sλ
0

である．

a ∈ Xλ を一つ取り，h : V −→ Rを h(v) := g((1− χXλ
)v) + v(a)で定める．簡単の

ため χ = χXλ
と書くと，pの定義により

p(v) = p((1− χ)v) + p(χv) ≥ g((1− χ)v) + v+(a) ≥ h(v)

だから h ∈ Z(p, f)である．しかし x ∈ X に対し

h(χx) =

{
χx(a) (x ∈ Xλのとき) =

{
1 (x = aのとき)
0 (x ̸= aのとき)

g(χx) (x /∈ Xλのとき)

であるから g ≤S hかつ g ̸=S hとなり，gの極大性に矛盾する．故に Fλ ̸= ∅である．ま
た ρ > 0である．

|Fλ| = ∞と仮定する．自然数 nを nρ > 1となるように決める．このとき Fλ から互

いに異なる n個の元 a1, · · · , an ∈ Fλ が取れる．すると

1 = p(χ{a1,··· ,an}) ≥ g(χ{a1,··· ,an}) = g(χa1) + · · ·+ g(χan) ≥ nρ > 1

となり矛盾する．故に |Fλ| <∞となる．
以上より AMCが示された．

定理 2. 以下の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. V を実線型空間，W ⊂ V を部分空間として，p : V −→ Rを劣線型汎関数とする．
f : W −→ R を線型汎関数とし，f ≤W p を満たすとする．このとき Z(p, f) は

extrime pointを持つ．

3.「実ノルム空間の双対空間」の単位球体は extrime pointを持つ

証明. (1 =⇒ 2) 整列可能定理を使って V \W を整列し，順序数 λ を使って V \W =

{vα | α < λ}と書く．α < λに対し (qα,Kα, pα)を以下の性質を満たすように超限帰納

法で定義する．

(a) pα, qα : V −→ Rは劣線型汎関数である．
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(b) f ≤W pα

(c) pα(v) ≥ −p0(−v)
(d) β < αのとき pβ ≥V pα

(e) Kα = Z(pα, f)

(i) α = 0のとき．

q0 := p

K0 := {g ∈ Z(q0, f) | g は (Z(q0, f),≤{v0})の極大元 }
p0(v) := sup

g∈K0

g(v) (v ∈ V )

と定める．この定義が可能なこと，またこれらが性質 (a)から (e)を満たすことを確認す

る．q0 が劣線型であることは良い．勿論 f ≤W q0 である．故に定理 1により K0 ̸= ∅で
ある．g ∈ K0(⊂ Z(q0, f))のとき g ≤V q0 だから，各 v ∈ V について {g(v) | g ∈ K0}
は上に有界である．故に p0(v) = sup

g∈K0

g(v)は定義され，特に p0 ≤V q0 となる．p0,K0

の定義から明らかに，
任意の g ∈ K0に対し g(v0) = p0(v0) (*)

となる．また，任意の v, w ∈ V と実数 ξ ≥ 0に対し

p0(v + w) = sup
g∈K0

g(v + w) = sup
g∈K0

(g(v) + g(w))

≤ sup
g∈K0

g(v) + sup
g∈K0

g(w)

= p0(v) + p0(w)

p0(ξv) = sup
g∈K0

g(ξv) = sup
g∈K0

ξg(v)

= ξp0(v)

だから，p0 : V −→ R は劣線型汎関数である．故に (c) p0(v) ≥ −p0(−v) が成り立
つ．また p0 の定義より f ≤W p0 だから Z(p0, f) を考えることができる．このとき (e)

K0 = Z(p0, f)が分かる．

.
.
.
) p0 の定義より，任意の g ∈ K0 に対し g ≤V p0 だから，K0 ⊂ Z(p0, f)は明ら

か．逆を示すため，g ∈ Z(p0, f)を取る．p0 ≤V q0 だったから g ∈ Z(q0, f)である．

また (*)「任意の g ∈ K0 に対し g(v0) = p0(v0)」に気をつけると

−p0(−v0) = − sup
h∈K0

h(−v0) = inf
h∈K0

h(v0) = inf
h∈K0

p0(v0) = p0(v0).
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g ≤V p0 だから g(v0) ≤ p0(v0)であり，かつ

g(v0) = −g(−v0) ≥ −p0(−v0) = p0(v0).

故に g(v0) = p0(v0)となる．よって g ∈ K0 が分かる．

以上より α = 0の時は (a)から (e)が成り立つことが分かった．

(ii) 0 < α < λのとき．

qα(v) := inf
β<α

pβ(v) (v ∈ V )

Kα := {g ∈ Z(qα, f) | g は Z(qα,≤{vα})の極大元 }
pα(v) := sup

g∈Kα

g(v) (v ∈ V )

と置く．この定義が可能なこと，またこれらが性質 (a) から (e) を満たすことを確認す

る．帰納法の仮定 (c)より β < αに対し pβ(v) ≥ −p0(−v)だから，{pβ(v) | β < α}は
下に有界である．故に qα(v) = inf

β<α
pβ(v)は定義される．任意の v, w ∈ V と実数 ξ ≥ 0

に対し

qα(v + w) = inf
β<α

pβ(v + w)

≤ inf
β<α

(pβ(v) + pβ(w)) (帰納法の仮定 (a)による)

= inf
β<α

pβ(v) + inf
β<α

pβ(w) (帰納法の仮定 (d)による)

= qα(v) + qα(w).

qα(ξv) = inf
β<α

pβ(ξv) = inf
β<α

ξpβ(v) (帰納法の仮定 (a)による)

= ξqα(v).

即ち qα : V −→ Rは劣線型汎関数である．帰納法の仮定 (b)により qα(v) = inf
β<α

pβ(v) ≥

f(v)だから f ≤W qα である．故に定理 1により Kα ̸= ∅である．g ∈ Kα(⊂ Z(qα, f))

のとき g ≤ qα だから，{g(v) | g ∈ Kα} は上に有界である．よって pα(v) = sup
g∈Kα

g(v)

は定義され，特に pα ≤V qα である．従って β < αに対し pα(v) ≤ qα(v) = inf
β<α

pβ(v) ≤

pβ(v)，即ち (d)が成り立つ．特に pα(−v) ≤ p0(−v)であるから，pα(v) ≥ −pα(−v) ≥
−p0(−v)，即ち (c)が成り立つ．pα,Kα の定義から明らかに

任意の g ∈ Kαに対し g(vα) = pα(vα) (**)
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となる．また，任意の v, w ∈ V と実数 ξ ≥ 0に対し

pα(v + w) = sup
g∈Kα

g(v + w)

= sup
g∈Kα

(g(v) + g(w))

≤ sup
g∈Kα

g(v) + sup
g∈Kα

g(w)

= pα(v) + pα(w).

pα(ξv) = sup
g∈Kα

g(ξv) = sup
g∈Kα

ξg(v)

= ξpα(v).

従って pα : V −→ R は劣線型汎関数である．また pα の定義より f ≤W pα だから

Z(pα, f)を考えることができる．このとき (e) Kα = Z(pα, f)が成り立つ．

.
.
.
) pα の定義より，任意の g ∈ Kα に対し g ≤V pα だから，Kα ⊂ Z(pα, f)は明ら

か．逆を示すため，g ∈ Z(pα, f) を取る．pα ≤V qα だったから g ∈ Z(qα, f) であ

る．また (**)「任意の g ∈ Kα に対し g(vα) = pα(vα)」に気をつけると

−pα(−vα) = − sup
h∈Kα

h(−vα) = inf
h∈Kα

h(vα) = inf
h∈Kα

pα(vα) = pα(vα).

g ≤V pα だったから g(vα) ≤ pα(vα)であり，かつ

g(vα) = −g(−vα) ≥ −pα(−vα) = pα(vα).

故に g(vα) = pα(vα)でなければならない．よって g ∈ Kα が分かる．

以上により (a)から (e)が成り立つことが分かった．

さて，v ∈ V に対し qλ(v) := inf
α<λ

pα(v)と定める．明らかに，α < λに対し pα ≥V pλ

である．性質 (b)により f ≤W qλであるから，Hahn-Banachの定理により Z(qλ, f) ̸= ∅
である．0 < α ≤ λとする．このとき Z(qα, f) =

∩
β<α

Kβ となる．

.
.
.
) 任意の β < αを取ると，定義より qα ≤V pβ だから Z(qα, f) ⊂ Z(pβ , f) = Kβ．

故に Z(qα, f) ⊂
∩
β<α

Kβ である．

逆に g ∈
∩
β<α

Kβ とする．任意の β < αに対し g ∈ Kβ = Z(pβ , f)だから g ≤V pβ

である．よって g(v) ≤ inf
β<α

pβ(v) = qα(v)となり，g ∈ Z(qα, f)である．
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φ,ψ ∈ Z(qλ, f)とする．α < λとすると φ,ψ ∈ Kα だから φ(vα) = pα(vα) = ψ(vα)

である．故に φ =V ψ である．即ち Z(qλ, f) = {φ}と書ける．この φが extreme point

である．
.
.
.
)ある g, h ∈ Z(p, f), g, h ̸= φと 0 < t < 1を使って φ = tg+(1−t)hと書けたと

仮定する．Γ := {α < λ | g /∈ Kα または h /∈ Kα}と置く．「全ての α < λについて

g ∈ Kα」だとすると φ = gとなるから，Γ ̸= ∅である．そこで γ := minΓが定まる．

φ ∈ K0だから p0(v0) = φ(v0) = tg(v0)+(1−t)h(v0)となる．g(v0), h(v0) ≤ p0(v0)

であるから，g(v0) = h(v0) = p0(v0) でなければならない．故に g, h ∈ K0 だから，

γ > 0である．g, h ∈
∩
α<γ Kα = Z(qγ , f)だから g, h ≤ qγ となる．「g /∈ Kγ また

は h /∈ Kγ」だから，「g(vγ) < pγ(vγ)または h(xγ) < pγ(vγ)」である．どちらにし

ても φ(vγ) = tg(vγ) + (1− t)h(vγ) < pγ(vγ)となり，φ ∈ Kγ に矛盾する．

(2 =⇒ 3) (V, ∥ · ∥V ) を実ノルム空間とする．∥ · ∥V : V −→ R は劣線型写像である．
そこでW := 0, f := 0 : 0 −→ Rとして仮定 2を使えば Z(∥ · ∥V , f) ⊂ V ∗ は extreme

pointを持つ．S ⊂ V ∗ を単位球体とする．即ち S := {g ∈ V ∗ | ∥g∥V ∗ ≤ 1}であるが，
∥g∥V ∗ ≤ 1 ⇐⇒ |g(·)| ≤V ∥ · ∥V である．故に Z(∥ · ∥V , f) = S となり，S は extreme

pointを持つ．

(3 =⇒ 1) {Xλ}λ∈Λ を非空集合の族とする．Xλ は互いに素としてよい．X :=
∪
λ∈Λ

Xλ

として

V :=

f ∈ RX
∣∣∣∣∣∣
任意のε > 0に対し

{
x ∈ X

∣∣ |f(x)| > ε
}
は有限集合，∑

λ∈Λ

(
sup
x∈Xλ

|f(x)|
)
<∞


W :=

{
g ∈ RX

∣∣∣ sup
λ∈Λ

( ∑
x∈Xλ

|g(x)|
)
<∞

}
と定める．これらは次のノルムでノルム空間になる．

∥f∥V :=
∑
λ∈Λ

(
sup
x∈Xλ

|f(x)|
)

∥g∥W := sup
λ∈Λ

( ∑
x∈Xλ

|g(x)|
)

S :=
{
g ∈ W

∣∣ ∥g∥W ≤ 1
}
⊂ W を単位球体とする．V ∗ := {ξ : V −→ R：有界線型 }

を V の双対空間とすると，後で述べる補題 1により等長同型W ∼= V ∗ が成り立つ．これ

により S を V ∗ 内の単位球体とみなす．仮定より S は extreme point e ∈ S を持つ．任

意の λ ∈ Λを取る．e(x) ̸= 0となる x ∈ Xλ が一意に存在する．
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.
.
.
) まず存在を示す．その為に，全ての x ∈ Xλ について e(x) = 0であると仮定す

る．u ∈ Xλ を一つ取り，x ∈ X に対し

f(x) :=

{
1 (x = uのとき)
e(x) (x ̸= uのとき)

, g(x) :=

{
−1 (x = uのとき)
e(x) (x ̸= uのとき)

と定めると f, g ∈ S であり，これらは f ̸= e, g ̸= e, e =
f + g

2
を満たす．即ち eが

extreme pointであることに矛盾する．故に e(x) ̸= 0となる x ∈ Xλ は存在する．

次に一意性を示す．その為に，u, v ∈ Xλ, u ̸= v が e(u), e(v) ̸= 0を満たすと仮定

する．

f(x) :=

 e(u)(1 + |e(v)|) (x = uのとき)
e(v)(1− |e(u)|) (x = v のとき)
e(x) (x ̸= u, v のとき)

g(x) :=

 e(u)(1− |e(v)|) (x = uのとき)
e(v)(1 + |e(u)|) (x = v のとき)
e(x) (x ̸= u, v のとき)

と定めると f, g ∈ S であり，これらは f ̸= e, g ̸= e, e =
f + g

2
を満たす．即ち e

が extreme pointであることに矛盾する．故に e(x) ̸= 0となる x ∈ Xλ は一意的で

ある．

そこで F : Λ −→ X =
∪
Xλ を F (λ) := (e(x) ̸= 0となる x ∈ Xλ)で定めれば F が選

択関数となる．

補題 1. 等長同型W ∼= V ∗ が成り立つ．

証明. f ∈ V, g ∈W に対し∑
λ∈Λ

( ∑
x∈Xλ

|g(x)||f(x)|
)
≤

∑
λ∈Λ

((
sup
y∈Xλ

|f(y)|
) ∑
x∈Xλ

|g(x)|
)

≤
(
sup
λ∈Λ

∑
x∈Xλ

|g(x)|
)(∑

λ∈Λ

sup
y∈Xλ

|f(y)|
)

≤ ∥g∥W ∥f∥V

故に
∑
λ∈Λ

∑
x∈Xλ

g(x)f(x)は絶対収束する．そこで

φ(g)(f) :=
∑
λ∈Λ

∑
x∈Xλ

g(x)f(x)
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と定義する．φ(g) : f 7→ φ(g)(f)は V ∗ の元である．故に線型写像 φ : W −→ V ∗ が得

られる．また ∥φ(g)∥V ∗ ≤ ∥g∥V も分かる．
任意の ε > 0 を取る．∥g∥W の定義と sup の性質により，ある µ ∈ Λ が存在し

て
∑
x∈Xµ

|g(x)| > ∥g∥W − ε

2
となる．更に，ある有限部分集合 A ⊂ Xµ が存在して∑

x∈A
|g(x)| >

∑
x∈Xµ

|g(x)| − ε

2
とできる．そこで h ∈ V を

h(x) :=

 1 (x ∈ Aかつ g(x) > 0のとき)
−1 (x ∈ Aかつ g(x) < 0のとき)
0 (それ以外)

で定義すれば ∥h∥V = 1であり，

∥φ(g)∥V ∗ = sup
0̸=f∈V

|φ(g)(f)|
∥f∥V

≥ |φ(g)(h)|
∥h∥V

=
∑
x∈A

|g(x)|

> ∥g∥W − ε.

故に ∥φ(g)∥V ∗ > ∥g∥W − εとなる．ε > 0は任意だったから，∥φ(g)∥V ∗ ≥ ∥g∥W が分か
る．即ち ∥φ(g)∥V ∗ = ∥g∥W であり，φは等長写像である．
任意の ξ ∈ V ∗ を取る．x ∈ X に対し χx := χ{x} ∈ V を特性関数として gξ(x) :=

ξ(χx)と置く．gξ ∈W である．

.
.
.
) gξ /∈W と仮定する．gξ ∈ RX だから

sup
λ∈Λ

( ∑
x∈Xλ

|g(x)|
)
= ∞

でなければならない．つまりある µ ∈ Λが存在して
∑
x∈Xµ

|g(x)| > ∥ξ∥V ∗ + 1とな

る．更に，ある有限部分集合 A ⊂ Xµ が存在して
∑
x∈A |g(x)| > ∥ξ∥V ∗ とできる．

そこで h ∈ V を

h(x) :=

 1 (x ∈ Aかつ g(x) > 0のとき)
−1 (x ∈ Aかつ g(x) < 0のとき)
0 (それ以外)
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で定義すれば ∥h∥V = 1であり，

|ξ(h)| =
∣∣∣∣ξ(∑

x∈A
h(x)χx

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∑
x∈A

h(x)ξ(χx)
∣∣∣ = ∑

x∈A
|gξ(x)| > ∥ξ∥V ∗ .

故に

∥ξ∥V ∗ = sup
0̸=f∈V

|ξ(f)|
∥f∥V

≥ |ξ(h)|
∥h∥V

> ∥ξ∥V ∗

となり矛盾する．

任意の f0 ∈ V を取る．

任意の ε > 0を取ると，φ(g), ξ ∈ V ∗ は有界，即ち連続だから，ある δ > 0が存在して

任意の f ∈ V に対し

∥f − f0∥V < δ =⇒ |φ(g)(f)− φ(g)(f0)| <
ε

2
, |ξ(f)− ξ(f0)| <

ε

2
.

(i) n :=
∣∣{λ ∈ Λ | ∃x ∈ Xλ(f0(x) ̸= 0)}

∣∣ <∞のとき．
{λ ∈ Λ | ∃x ∈ Xλ(f0(x) ̸= 0)} = {λ1, · · · , λn} と書く．V の定義より A := {x ∈ X |
|f(x)| ≥ δ

n}は有限集合となる．そこで f ∈ V として

f(x) :=

{
f0(x) (x ∈ Aのとき)
0 (x /∈ Aのとき)

を取れば

∥f − f0∥V =
∑
λ∈Λ

(
sup
x∈Xλ

|f(x)− f0(x)|
)

=
n∑
i=1

(
sup

x∈Xλi
\A

|f0(x)|
)

<
n∑
i=1

δ

n
= δ.

更に

φ(gξ)(f) =
∑
λ∈Λ

∑
x∈Xλ

gξ(x)f(x) =
∑
x∈A

gξ(x)f(x) =
∑
x∈A

ξ(χx)f(x)

= ξ
(∑
x∈A

f(x)χx

)
= ξ(f)
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故に

|φ(gξ)(f0)− ξ(f0)| ≤ |φ(gξ)(f0)− φ(gξ)(f)|+ |ξ(f)− ξ(f0)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

(ii)
∣∣{λ ∈ Λ | ∃x ∈ Xλ(f0(x) ̸= 0)}

∣∣ = ∞のとき．
∥f0∥V =

∑
λ∈Λ

(
sup
x∈Xλ

|f0(x)|
)
だから，ある有限部分集合 Λ1 ⊂ Λが存在して

∑
λ∈Λ1

(
sup
x∈Xλ

|f0(x)|
)
> ∥f0∥V − δ

2

となる．このとき Λ2 := Λ \ Λ1 と置けば∑
λ∈Λ2

(
sup
x∈Xλ

|f0(x)|
)
<
δ

2
.

n := |Λ1|として Λ1 = {λ1, · · · , λn}と書く．V の定義より A := {x ∈ Xλ1
∪ · · · ∪Xλn

|
|f(x)| ≥ δ

2n}は有限集合となる．そこで f ∈ V として

f(x) :=

{
f0(x) (x ∈ Aのとき)
0 (x /∈ Aのとき)

を取れば

∥f − f0∥V =
∑
λ∈Λ

(
sup
x∈Xλ

|f(x)− f0(x)|
)

=
∑
λ∈Λ1

(
sup
x∈Xλ

|f(x)− f0(x)|
)
+

∑
λ∈Λ2

(
sup
x∈Xλ

|f(x)− f0(x)|
)

=
∑
λ∈Λ1

(
sup

x∈Xλ\A
|f0(x)|

)
+

∑
λ∈Λ2

(
sup
x∈Xλ

|f0(x)|
)

<
n∑
i=1

δ

2n
+
δ

2
= δ.

更に

φ(gξ)(f) =
∑
λ∈Λ

∑
x∈Xλ

gξ(x)f(x) =
∑
x∈A

gξ(x)f(x) =
∑
x∈A

ξ(χx)f(x)

= ξ
(∑
x∈A

f(x)χx

)
= ξ(f)
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故に

|φ(gξ)(f0)− ξ(f0)| ≤ |φ(gξ)(f0)− φ(gξ)(f)|+ |ξ(f)− ξ(f0)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

ε > 0は任意だったから，(i)(ii)により |φ(gξ)(f0)− ξ(f0)| = 0，即ち φ(gξ)(f0) = ξ(f0)

である．

f0 ∈ V は任意だったから φ(gξ) = ξ が分かる．故に φ : W −→ V ∗ は全射である．以

上より等長同型W ∼= V ∗ が示された．
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