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定理. {Xλ}λ∈Λ は非空集合の族を表すとし，X :=
∏
λ∈Λ

Xλ と置く．次の命題は同値．

1. 選択公理

2. 任意の {Xλ}λ∈Λ と，定義域が
∪
λ∈Λ

({λ} ×Xλ)である写像 Aに対し

∩
λ∈Λ

∪
xλ∈Xλ

A(λ, xλ) =
∪

(xλ)∈X

∩
λ∈Λ

A(λ, xλ)

3. 任意の {Xλ}λ∈Λ に対し ∩
λ∈Λ

∪
xλ∈Xλ

xλ =
∪

(xλ)∈X

∩
λ∈Λ

xλ

証明. (1 =⇒ 2) まず ⊃は選択公理によらず ZFで成立している．

.
.
.
) 任意の u ∈

∪
(xλ)∈X

∩
λ∈Λ

A(λ, xλ)を取る．即ち，ある元 (yλ)λ∈Λ ∈ X が存在して

u ∈
∩
λ∈Λ

A(λ, yλ)となる．よって各 λ ∈ Λに対して u ∈ A(λ, yλ) ⊂
∪

xλ∈Xλ

A(λ, xλ)

だから u ∈
∩
λ∈Λ

∪
xλ∈Xλ

A(λ, xλ)である．

なので ⊂を示せばよい．u ∈
∩
λ∈Λ

∪
xλ∈Xλ

A(λ, xλ)とする．即ち，任意の λ ∈ Λに対し

て u ∈
∪

xλ∈Xλ

A(λ, xλ)である．つまり Bλ := {xλ ∈ Xλ | u ∈ A(λ, xλ)}は空でない．そ
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こで {Bλ}λ∈Λ に選択公理を適用して元 (yλ)λ∈Λ ∈
∏

λ∈Λ Bλ ⊂ X を得る．このとき

u ∈
∩
λ∈Λ

A(λ, yλ) ⊂
∪

(xλ)∈X

∩
λ∈Λ

A(λ, xλ).

(2 =⇒ 3) A(λ, x) := xとして仮定を適用すれば明らか．

(3 =⇒ 1) 集合 uを任意に一つ選んでおく．任意の {Xλ}λ∈Λ を取り，λ ∈ Λに対して

Yλ := {{u, x} | x ∈ Xλ}と置く．Y :=
∏
λ∈Λ

Yλ として {Yλ}λ∈Λ に仮定 3を適用すれば

∪
(yλ)∈Y

∩
λ∈Λ

yλ =
∩
λ∈Λ

∪
yλ∈Yλ

yλ =
∩
λ∈Λ

∪
xλ∈Xλ

{u, x} ∋ u

従って，ある (yλ) ∈ Y が存在して u ∈
∩
λ∈Λ

yλ となることが分かる．Yλ の定義か

ら yλ = {u, xλ} となる xλ ∈ Xλ が唯一つ存在する．このとき (xλ)λ∈Λ ∈ X だから

X ̸= ∅．
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