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|X|で X の基数 (濃度)を表す．

定義. X と Y を集合とする．

1. |X| ≤ |Y | ⇐⇒単射 X −→ Y が存在する

2. |X| = |Y | ⇐⇒全単射 X −→ Y が存在する

3. |X| < |Y | ⇐⇒ |X| ≤ |Y |かつ |X| ̸= |Y |
4. |X| ≤∗ |Y | ⇐⇒全射 Y −→ X が存在するか，X = ∅
5. |X| <∗ |Y | ⇐⇒ |X| ≤∗ |Y |かつ |X| ̸= |Y |

命題. 1. |X| ≤ |Y |かつ |Y | ≤ |X|ならば |X| = |Y | (Bernsteinの定理)

2. |X| < |P(X)| (Cantorの定理)

3. |X| ≤ |Y |ならば |X| ≤∗ |Y |
4. 選択公理を仮定するとき，|X| ≤∗ |Y |ならば |X| ≤ |Y |

定義. 整列された無限集合 X を使って |X| と表される基数をアレフと言い，ℵ で表す．
特に，自然数全体がなす整列集合で表されるアレフを ℵ0 と書く．

命題. X を集合とする．ℵ ̸≤ |X|となるような最小の ℵが存在する．
(勿論選択公理は仮定しない．このような ℵを X の Hartogs numberと言う．)

証明. α := {β :順序数 | |β| ≤ |X|}と置く．αは集合である．
.
.
.
) W := {R ⊂ X ×X | Rは X のある部分集合を整列する }と定義する．W は集

合である．よって「W に現れる整列順序と同型な順序数全体」も集合である．この集

合は αと一致する．
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順序数の推移的な集合は順序数だから，α も順序数である．α /∈ α だから |α| ̸≤ |X|．
よって，αの定義から ℵ := |α|は Hartogs numberである．

定理 1. 次の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. 任意の X,Y について，|X| ≤ |Y |または |Y | ≤ |X|
3. 任意の X,Y について，|X| ≤∗ |Y |または |Y | ≤∗ |X|

証明. (1 =⇒ 2) X と Y を任意の集合とする．選択公理と同値な整列可能定理により，こ

の 2つを整列する．すると整列順序の性質から |X| ≤ |Y |または |Y | ≤ |X|が分かる．
(2 =⇒ 3) は明らか．

(3 =⇒ 1) まず |Y | ≤∗ |X| =⇒ |Y | ≤ |P(X)|であることに注意する．
.
.
.
) f : X −→ Y を全射だとすると Y ∋ b 7−→ f−1(b) ∈ P(X)は単射である．

整列可能定理を示す．X を集合とする．ℵ を X の Hartogs number とすると ℵ ̸≤
|P(X)|．よって先の注意より ℵ ̸≤∗ |X| である．従って仮定 3 から |X| ≤∗ ℵ となる．
ℵ = |α|となる順序数 αと全射 f : α −→ X を取る．すると g(a) := min f−1(a)として

単射 g : X −→ αが得られる．よって X は整列可能である．

定義. κと λを基数とする．κ = |X|, λ = |Y |, X ∩ Y = ∅となるような X,Y を取る．

1. κ+ λ := |X ⊔ Y |
2. κ · λ := |X × Y |
3. κλ := |XY | (XY := {f : Y −→ X})
4. κ = λ+ µとなる基数 µが唯一つ存在するとき，κ− λ := µ

5. κ = λ · µとなる基数 µが唯一つ存在するとき，κ÷ λ := µ

※ nが有限基数のとき，κの n個の積と κn は一致する．

補題 2. 任意の基数 κ, λについて

κ ≤ λ⇐⇒ある基数 µが存在して κ+ µ = λ

補題 3. 任意の ℵに対し ℵ2 = ℵ．

証明. 無限順序数 αに対し |α× α| = |α|を示せばよい．
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(i)α = ω のときは明らか．

(ii)α = β + 1のとき，明らかに |α| = |β|なので |α| = |β| = |β × β| = |α× α|．
(iii)αが極限順序数のとき．

ある β < αに対し |β| = |α|となるときは (ii)と同様 |α| = |α × α|となる．なので全て
の β < αに対し |β| < |α|であるとする．
α× α =

∪
β<α

β × β である．α× αに順序 Rを

⟨β1, β2⟩R⟨γ1, γ2⟩ ⇐⇒

 max{β1, β2} < max{γ1, γ2}
またはmax{β1, β2} = max{γ1, γ2}, β1 < γ1
またはmax{β1, β2} = max{γ1, γ2}, β1 = γ1, β2 < γ2

と定める．この R は整列順序である．また，β < α に対し β × β ⊂ α × α は initial

R-sectionとなる．

順序数 ψ(β)を ψ(β) ∼= (β × β,R)で定める．β < αのとき

|ψ(β)| = |β × β| =
{
有限基数
|β| < |α|

故に ψ(β) < αである．よって

α× α =
∪
β<α

β × β ∼=
∪
β<α

ψ(β) ≤ α

従って |α× α| ≤ |α|である．

補題 4. 基数 κ, λ ≥ 2に対し κ+ λ ≤ κ · λ

証明. κ = |X|, λ = |Y |, X ∩ Y = ∅となる集合を取る．a ̸= bとなる a, b ∈ X，s ̸= t

となる s, t ∈ Y を取る．φ : X ⊔ Y −→ X × Y を

φ(x) :=

 ⟨x, s⟩ (x ∈ X のとき)
⟨a, x⟩ (x ∈ Y \ {s}のとき)
⟨b, t⟩ (x = sのとき)

と定めれば φは単射である．

補題 5. 基数 κ, λ, µとアレフ ℵが κ · ℵ ≤ λ+ µを満たす時，κ ≤ µまたは ℵ ≤ λ．

証明. κ = |X|, λ = |Y |, µ = |Z| となる集合 X,Y, Z と ℵ = |W | となる整列順序集合
W を取る．Y ∩ Z = ∅ としてよい．仮定より単射 f : X ×W −→ Y ⊔ Z が存在する．
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Y := f−1(Y ), Z := f−1(Z)とすれば |Y | = |Y | = λ, |Z| = |Z| = µ, X ×W = Y ⊔ Z
である．

(i) {x} ×W ⊂ Y となる x ∈ X が存在するとき．

ℵ = |W | = |{x} ×W | ≤ |Y | = λである．

(ii)どの x ∈ X についても {x} ×W ̸⊂ Y となるとき．

wx := min{w ∈W | ⟨x,w⟩ ∈ Z}と書けば

κ = |X| =
∣∣{⟨x,wx⟩ | x ∈ X}

∣∣ ≤ |Z| = µ.

補題 6. 基数 κ, λとアレフ ℵが ℵ ≤ κ · λを満たす時，ℵ ≤ κまたは ℵ ≤ λ．

証明. κ = |X|, λ = |Y | となる集合 X,Y と ℵ = |W | となる整列順序集合 W を取る．

単射 f : W −→ X × Y が存在する．πX , πY をそれぞれ X × Y から X,Y への射影

として U := πX ◦ f(W ) ⊂ X, V := πY ◦ f(W ) ⊂ Y と置く．W の整列順序を使っ

て，U, V は整列可能である．また f(W ) ⊂ U × V である．このとき補題 3 を使って

ℵ = |W | ≤ |U × V | = |U | × |V | = max{|U |, |V |}．故に ℵ ≤ |U |または ℵ ≤ |V |である
が，それぞれ ℵ ≤ κ, ℵ ≤ λを導く．

補題 7. 任意のアレフ ℵ,ℵ′ に対し ℵ · ℵ′ = ℵ+ ℵ′ = max{ℵ,ℵ′}．

証明. ℵ′ ≤ ℵだとすると

ℵ ≤ ℵ+ ℵ′

≤ ℵ · ℵ′ (補題 4による)

≤ ℵ · ℵ
= ℵ (補題 3による)

= max{ℵ,ℵ′}

定理 8. 次の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. 任意の無限基数 κについて，κ2 = κ

3. 任意の無限基数 κ, λについて，κ+ λ = κ · λ
4. κ+ λ = κまたは κ+ λ = λ
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5. κ · λ = κまたは κ · λ = λ

証明. (1 =⇒ 2) 整列可能定理により，全ての無限基数は ℵなので補題 3より明らか．

(2 =⇒ 3) κ+ λ = (κ+ λ)2 = κ2 + 2 · κ · λ+ λ2 ≥ κ · λ ≥ κ+ λ

(3 =⇒ 1) 整列可能定理を示す．X を集合として κ := |X|と置く．ℵを X の Hartogs

numberとする．仮定 3より κ + ℵ = κ · ℵとなる．Hartogs numberの定義より ℵ ̸≤ κ

だから，補題 5より κ ≤ ℵとなる．故に X は整列可能である．

(1 =⇒ 4) 整列可能定理により，全ての無限基数は ℵなので補題 7より明らか．

(4 =⇒ 1) κ+ λ = κのとき明らかに λ ≤ κ．同様に κ+ λ = λから κ ≤ λが従う．故

に，選択公理と同値な定理 1の 2が成立することが分かる．

(1 ⇐⇒ 5)は (1 ⇐⇒ 4)と同様．

定理 9. Pfin(X) := {Y ⊂ X | Y は有限集合 }と置く．
選択公理⇐⇒無限集合 X に対し |X| = |Pfin(X)|

証明. (=⇒) f :
⊔∞

n=0X
n −→ Pfin(X) を f

(
⟨a1, · · · , an⟩

)
:= {a1, · · · , an} で定める．

これは明らかに全射なので |Pfin(X)| ≤∗ |
⊔∞

n=0X
n|．よって選択公理より |Pfin(X)| ≤

|
⊔∞

n=0X
n|．故に選択公理に気をつけると

|X| ≤
∣∣Pfin(X)

∣∣ ≤ ∣∣∣ ∞⊔
n=0

Xn
∣∣∣ = ∣∣∣ ∞⊔

n=0

X
∣∣∣ = |X × ω| = |X|.

(⇐=) 定理 8の条件 2を示す．X を集合とするとき X ×X = {⟨a, b⟩ | a, b ∈ X}で，
⟨a, b⟩ = {{a}, {a, b}}が順序対の定義だったから X ×X ⊂ Pfin(Pfin(X))．故に

|X| ≤ |X ×X| ≤
∣∣Pfin(Pfin(X))

∣∣ = ∣∣Pfin(X)
∣∣ = |X|.

定理 10. 選択公理⇐⇒ |X| < |X ∪ Y |かつ |Y | < |X ∪ Y |ならば X ∪ Y は有限集合

証明. (=⇒) 定理 8の 4より明らか．

(⇐=) 濃度の比較可能性 (定理 1の条件 2)を示す．X,Y を任意の無限集合とする．勿

論 X ∪ Y は無限集合になるから，仮定より |X| = |X ∪ Y |または |Y | = |X ∪ Y |でなけ
ればならない．このとき |X| = |X ∪ Y |ならば |Y | ≤ |X ∪ Y | = |X|，|Y | = |X ∪ Y |な
らば |X| ≤ |X ∪ Y | = |Y |である．

定理 11. 選択公理

⇐⇒「X が有限集合⇐⇒ (X,≤)が整列順序ならば (X,≥)も整列順序」

5



証明. (=⇒) 「X が有限集合 =⇒ (X,≤) が整列順序ならば (X,≥) も整列順序」は明ら

か．逆を示すため，X が「(X,≤) が整列順序ならば (X,≥) も整列順序」を満たすとす

る．整列可能定理より整列順序 (X,≤)が存在する．(X,≤) ∼= αとなる順序数 (α,≤)が

存在する．(X,≥)の整列性より (α,≥)も整列順序．よって明らかに α < ω，即ち X は

有限集合．

(⇐=) 整列できない無限集合X が存在すると仮定する．このX は明らかに「(X,≤)が

整列順序ならば (X,≥)も整列順序」を満たす．よって仮定に矛盾．故に任意の集合は整

列可能である．

定理 12. κ, λ, µ, ν は無限基数を表すとする．次の命題は (ZF上)同値

1. 選択公理

2. 任意の κに対しある λが存在して κ = λ2

3. κ2 = λ2 ならば κ = λ

4. κ < λかつ µ < ν ならば κ+ µ < λ+ ν

5. κ < λかつ µ < ν ならば κ · µ < λ · ν
6. κ+ µ < λ+ µならば κ < λ

7. κ · µ < λ · µならば κ < λ

8. κ < λならば λ− κが存在する

9. κ < λならば λ− κ = λ

10. κ < λならば λ = κ · µとなる µが存在する

11. κ < λならば λ÷ κが存在する

12. κ < λならば λ÷ κ = λ

13. κ+ µ = κ+ ν ならば µ = ν または µ, ν < κ

14. κ+ κ < κ+ λならば κ < λ

15. µ < κかつ ν < κならば µ+ ν ̸= κ

16. µ < κかつ ν < κならば µ · ν ̸= κ

17. µκ < µλ かつ µ ̸= 0ならば κ < λ

証明. (1 =⇒ その他) 整列可能定理により，全ての無限基数は ℵである．よって補題 7よ

り 2–16が従う．17は定理 1から分かる．

後は逆を示せばよいので，各条件の下で選択公理と同値な整列可能定理を示す．その為

には，X を任意の無限集合，κ := |X|として κ ≤ ℵとなる ℵの存在を示せばよい．特に
明記しない限り，ℵは X の Hartogs numberとする．(ℵ ̸≤ κに注意しておく．)
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(2 =⇒ 1) 仮定 2 より，κ + ℵ = λ2 となる λ が存在する．ℵ ≤ κ + ℵ = λ2 である．

よって補題 6より ℵ ≤ λとなる．従って補題 2により λ = ℵ+ µとなる µが取れる．こ

のとき
κ+ ℵ = λ2 = (ℵ+ µ)2 = ℵ2 + 2 · ℵ · µ+ µ2 ≥ ℵ · µ.

よって補題 5 から ℵ ≤ κ または µ ≤ ℵ が分かる．ℵ ̸≤ κ なので µ ≤ ℵ，従って
λ = ℵ+ µ ≤ ℵ+ ℵ = ℵ．故に λ = ℵである．よって κ ≤ κ+ ℵ = λ2 = ℵ2 = ℵ．
(3 =⇒ 1) λ := κℵ0 と置くと κ ≤ λかつ λ2 = κ2·ℵ0 = κℵ0 = λ．故に λ = |Y |として

ℵを Y の Hartogs numberとすれば (λ+ ℵ)2 = λ2 + 2 · λ · ℵ+ ℵ2 ≥ λ · ℵ．また

(λ+ ℵ)2 = λ2 + 2 · λ · ℵ+ ℵ2

= λ+ 2 · λ · ℵ+ ℵ
≤ λ · ℵ+ 2 · λ · ℵ (補題 4より)

= λ · 3 · ℵ
= λ · ℵ

だから，(λ + ℵ)2 = λ · ℵ となる．よって (λ + ℵ)2 = λ · ℵ = λ2 · ℵ2 = (λ · ℵ)2 が成
立．従って仮定 3より λ+ ℵ = λ · ℵが分かる．補題 5から ℵ ≤ λまたは λ ≤ ℵとなる，
ℵ ̸≤ λだから κ ≤ λ ≤ ℵ．
(4 =⇒ 1) λ := ℵ0 · κ と置くと κ ≤ λ かつ 2 · λ = 2 · ℵ0 · κ = ℵ0 · κ = λ である．

λ = |Y |として ℵを Y の Hartogs numberとする．λ < λ+ ℵかつ ℵ < λ+ ℵと仮定す
ると仮定 (4)より λ+ ℵ < (λ+ ℵ) + (λ+ ℵ) = 2 · λ+ 2 · ℵ = λ+ ℵ となって矛盾する．
故に λ = λ+ ℵまたは ℵ = λ+ ℵである．ℵ ̸≤ λなので ℵ = λ+ ℵでなければならない．
即ち κ ≤ λ ≤ ℵ．
(5 =⇒ 1)は (4 =⇒ 1)と同様．

(6 =⇒ 1) κ ̸≤ ℵと仮定する．ℵ < κ+ ℵである．故に ℵ+ ℵ = ℵ < κ+ ℵだから仮定
6より ℵ < κ，よって矛盾．

(7 =⇒ 1)は (6 =⇒ 1)と同様．

(8 =⇒ 1) ℵ ≤ κ+ℵである．ℵ < κ+ℵと仮定する．仮定 8より κ+ℵ = ℵ+µとなる

µが唯一つ存在する．µ = κも µ = κ+ℵもこの式を満たすから，一意性より κ = κ+ℵ．
従って ℵ ≤ κとなり矛盾．故に ℵ = κ+ ℵであるので κ ≤ ℵ．
(9 =⇒ 1)を示すには (9 =⇒ 8)を示せばよいが，それは明らか．

(10 =⇒ 1) ℵ ≤ κ+ ℵだから，仮定 (8)より κ+ ℵ = ℵ · µとなる µが存在する．従っ

て µ · α ≤ κ + ℵ なので補題 5 より ℵ ≤ κ または µ ≤ ℵ．ℵ は X の Hartogs number

だったから ℵ ̸≤ |X| = κ，即ち µ ≤ ℵである．よって補題 7より κ+ ℵ = ℵ · µ = ℵとな
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る．故に κ ≤ ℵ．
(11 =⇒ 1)を示すには (11 =⇒ 10)を示せばよいが，それは明らか．

(12 =⇒ 1)を示すには (12 =⇒ 11)を示せばよいが，それは明らか．

(13 =⇒ 1) ℵ+ κ = ℵ+ (κ+ ℵ)だから仮定 13より κ = κ+ ℵまたは κ, κ+ ℵ < ℵで
ある．ℵ ̸≤ κだから κ, κ+ ℵ < ℵとなる．従って κ ≤ ℵ．
(14 =⇒ 1) ℵ+ ℵ = ℵ ≤ ℵ+ κである．ℵ+ ℵ < ℵ+ κだとすると仮定 14から ℵ < κ

となり矛盾するので ℵ = ℵ+ κ．故に κ ≤ ℵである．
(15 =⇒ 1)を示すには (15 =⇒ 9)を示せば良い．κ < λとする．補題 2より λ = κ+µ

となる µ が存在する．仮定 15 より λ = µ となる，即ち µ は一意に決まる．よって

λ− κ = λである．

(16 =⇒ 1) κ ≤ κ · ℵ, ℵ ≤ κ · ℵなので，仮定 16より κ = κ · ℵまたは ℵ = κ · ℵであ
る．ℵ ̸≤ κだったから ℵ = κ · ℵ，従って κ ≤ ℵとなる．
(17 =⇒ 1) µ := 2κ

ℵ0 と置く．µ = |Y | として ℵ を Y の Hartogs number とする．

µκ = (2κ
ℵ0
)κ = 2κ

ℵ0+1

= 2κ
ℵ0

= µ ≤ µℵ．µκ = µℵ だとすると ℵ ≤ µℵ = µκ = µとな

り矛盾するから，µκ < µℵ である．故に仮定 17より κ < ℵ．
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